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Resumo
Definiremos uma classe de funções que estende a noção de polinômios em uma variável e demon-
straremos um resultado curioso sobre essas funções, a saber, que o número de ráızes positivas é
limitado pela quantidade de parcelas do polinômio generalizado.
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Abstract
We will define a new class of functions which extend the notion of polynomial in one variable and we

will prove a interesting result about this functions, en effect, that the number of positive roots of a such
function is less than the quantity of monomials which appear in its expression.
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Introdução

A teoria de equações utiliza resultados de análise
e álgebra com o objetivo de obter informações so-
bre as soluções de uma dada equação ou de um
sistema de equações. Em geral, as equações es-
tudadas são algébricas (polinomiais) e as princi-
pais questões versam sobre estimativa ou finitude da
quantidade de ráızes e a localização desses zeros em
seu espaço ambiente. A Teoria de Galois que estab-
elece um critério para a solubilidade de polinômios
por fórmulas envolvendo radicais e a teoria BKK
([1],[3]) (Bernstein/Kushnirenko/Khovanskii) sobre
sistemas de polinômios em várias variáveis são
caṕıtulos notáveis da teoria de equações.

Essa teoria tem-se mostrado uma ferramenta útil
na pesquisa de equiĺıbrios em sistemas dinâmicos
(equações diferenciais ordinárias). Com efeito, em
Mecânica Celeste, área da f́ısica que estuda o movi-
mento de corpos sujeitos à interação gravitacional,
a busca por movimentos de equiĺıbrio relativo nos
conduzem a sistemas de equações que definem as
chamadas configurações centrais. Tais equações têm
um aspecto semelhante ao das equações algébricas
(polinomiais) com a diferença de que os expoentes
dos monômios são reais e não inteiros. Um im-

portante problema de pesquisa nessa área ([4]) diz
respeito à finitude de configurações centrais e a
obtenção de uma cota superior para o número
de soluções das equações que definem essas con-
figurações. No celebrado artigo ([3]), os autores
fizeram uso da teoria BKK para demonstrar que o
número de configurações centrais do problema de
quatro corpos é finito.

Motivado pelos problemas que encontramos em
nossas pesquisas sobre configurações centrais, re-
solvemos escrever esse breve artigo sobre uma nova
classe de funções que abrange a classe de funções
polinomiais, uma vez que os expoentes da variável
independente são reais e não necessariamente in-
teiros não-negativos, e estabeleceremos um resul-
tado interessante sobre a quantidade de zeros posi-
tivos dessas funções.

É bem sabido que o número de zeros de um
polinômio é limitado pelo grau. Por exemplo,
o polinômio de coeficeinte reais x100 − 2 tem no
máximo 100 ráızes em R. Quando de fato o mesmo
possui apenas 2 ráızes reais. Esse exemplo mostra
que o grau não é uma cota apurada para a quan-
tidade de zeros de uma função polinomial. Usando
o clássico teorema de Rolle da análise real, vamos
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demonstrar que o número de monômios que apare-
cem na expressão é um limitante mais eficaz para o
número de ráızes.

Polinômios algébricos

Em rigor, polinômios sobre um corpo K são
sequências de elementos em K nas quais a partir de
um certo ı́ndice, todos os termos são-nulos. Dáı vem
a denominação secundária sequência quase-nula.
Feitas algumas manipulações com essas sequências,
percebe-se que todo polinômio pode ser escrito na
forma

a0 + a1X + a2X2 + · · ·+ anXn

onde os coeficientes ai pertencem ao corpo K e o
śımbolo X representa a sequência (0, 1, 0, . . .). Dessa
forma, os polinômios induzem funções algébricas do
corpo no corpo que são representadas trocando-se a
indeterminada X pela variável independente x:

f : K → K
x 7→ a0 + a1x+ · · ·+ anx

n

Para o leitor leigo em álgebra, pode parecer precio-
sismo distinguir esses dois objetos tão parecidos e,
por isso, vale a pena informar que sobre corpos fini-
tos um polinômio não nulo pode induzir a função
nula. Sobre corpos infinitos, R por exemplo, essa
anomalia não ocorre. Uma vez que investigaremos
apenas aspectos anaĺıticos dessas funções definidas
sobre os reais, cometeremos um leve abuso de lin-
guagem e chamaremos as funções polinomiais de
polinômios.

Para polinômios algébricos temos o seguinte
Teorema 1 Se K é um corpo e f ∈ K[X] é um
polinômio de grau n então existem no máximo n
elementos a ∈ K tais que f(a) = 0.

Ou seja, o número de ráızes de um polinômio
algébrico é limitado pelo grau.

Se o grau do polinômio é muito grande e seus coe-
ficientes são reais, temos uma estimativa ainda mais
fina para o número de zeros positivos da equação
cuja demosntração pode ser em encontrada em ([2]).
Teorema 2 (Regra dos sinais de Descartes)
Seja f(x) = a0x

n +a1x
n−1 + · · ·+an um polinômio

com coeficientes reais. Se V é o número de
variações de sinais na lista

a0, a1, . . . , an

então o número de zeros positivos de f é menor ou
igual a V .

Por exemplo, o polinômio f(x) = x5− 3x4 +x3 +
2x2 − x tem 3 variações de sinais em sua lista de
coeficientes

1 − 3 1 2 − 1 0

e portanto, tem no máximo 3 ráızes positivas. De
fato f tem 1 raiz negativa, 1 nula e 3 positivas.

Repare que o número V de variações de sinais é in-
ferior ao número de parcelas não-nulas de modo que
a regra de Descartes torna-se bastante útil quando
o grau do polinômio é elevado.
Exemplo 3 O polinômio x100 − 2x5 − 3x2 + x + 1
tem no máximo duas ráızes reais positivas. De fato
o polinômio apresenta 2 zeros positivos.

Antes de seguirmos com o resultado principal,
mencionaremos uma propriedade importante das
funções deriváveis sobre a reta real.
Teorema 4 (Rolle) Seja f : I → R um função
derivável sobre o intervalo aberto I ⊂ R. Se a, b ∈ I
com a < b e f(a) = f(b) então existe pelo menos
um ponto c ∈ (a, b) tal que f ′(c) = 0.

O Teorema (4) é encontrado em qualquer livro de
cálculo e tem como consequência uma relação inter-
essante entre os zeros de f e as ráızes da derivada
f ′ (pontos cŕıticos de f).
Corolário 5 Seja Z(f) o número de zeros de f no
intervalo I. Se Z(f) ≥ n então Z(f ′) ≥ n− 1.
Prova: Por indução sobre n. Para n = 1, o re-
sultado é trivialmente verdadeiro. Supondo que a
implicação é válida para um certo n, considere que
f tenha n+ 1 zeros denotados por a1 < a2 < · · · <
an+1. No intervalo [a1, an], f tem n zeros e por
hipótese de indução f ′ tem n− 1 zeros nesse subin-
tervalo. Por outro lado, sendo f(an) = f(an+1) = 0,
o teorema Rolle garante que existe x ∈ (an, an+1)
tal que f ′(x) = 0. E uma vez que x > an, ele é dis-
tinto dos demais zeros de f ′ localizados no intervalo
[a1, an]. Assim, Z(f ′) ≥ n. 2

Polinômios generalizados

Polinômios algébricos são combinações lineares de
potências inteiras positivas da variável x. Nessas
funções, a potência xn indica o produto de n fatores
iguais x · · ·x. Mas o que significaria potências do
tipo

xπ, x
√
2, x−e.

Tais potências com expoente real são definidas
através da função logaritmo natural pela regra

xα = exp(α ln(x))

sendo que x > 0 e α ∈ R.
Assim, o número 3π é calculado pela fórmula

exp(π ln(3)). É imediato verificar que as potências
com expoente real têm as mesmas propriedades
algébricas que as potências de expoente racional.

Uma vez definidas as potências de base positiva e
expoente reais, podemos construir funções que gen-
eralizam, num certo sentido, o conceito de funções
algébricas.
Definição 6. um polinômio generalizado é uma
função P : R+ → R definida sobre os reais positivos
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pela regra

P (x) =

n∑
i=1

aix
αi

onde ai, αi ∈ R para todo i = 1, . . . , n.

Exemplo 7 P (x) = x3 − 5x2 + 4x
√
2 − x−1/2 + 1.

Figure 1: Gráfico de P (x)

Observe que um resultado análogo ao Teorema
(1) para polinômios generalizados não faria sentido
tendo em vista a ausência do conceito de grau no
mesmo contexto da teoria de polinômios algébricos.

Em verdade temos o seguinte
Teorema 8 Seja P : R+ → R um polinômio gener-
alizado definido pela regra

P (x) =

n∑
i=1

aix
αi

onde ai, αi ∈ R com ai 6= 0 para todo i. Então
o número de zeros positivos de P é menor que o
número n de parcelas da expressão.
Prova: A demonstração será por indução sobre o
número n de parcelas. Com efeito, para n = 1 o
polinômio P (x) = axα não tem raiz alguma em R+

e portanto, o teorema é trivialmente verdadeiro para
n = 1.

Supondo então que o teorema é válido para todo
inteiro positivo menor ou igual a um certo n, con-
sideremos o polinômio

P (x) =

n+1∑
i=1

aix
αi

onde todos os coeficientes ai 6= 0. Definindo o
polinômio f(x) = x−αn+1 · P (x) vemos claramente
que f tem n+1 parcelas e que a última delas é con-
stante. A derivada de f é novamente um polinômio
generalizado com n parcelas e, por hipótese de
indução, f ′ tem no máximo n− 1 zeros no domı́nio
R+. Pelo corolário (5), f e, consequentemente P ,
têm no máximo n zeros positivos. 2
Corolário 9 Se f ∈ R[X] é um polinômio com m
monômios distintos (m ≥ 1) então o número de ze-
ros reais é no máximo 2m− 1.
Prova: Com efeito, os polinômios f(x) e f(−x) têm
m parcelas distintas e pelo Teorema (8), ambos têm
no máximo m− 1 zero positivos. Considerando que
os zeros positivos de f(−x) são os zeros negativos de
f e que x = 0 pode eventualmente ser uma raiz de
f , estimamos que o número máximo de zeros reais
do polinômio f é 2 · (m− 1) + 1 = 2m− 1. 2

O Teorema (8) mostra que a conjectura abaixo é
verdadeira para n = 1 (ver [5]).

Conjectura de Kouchnirenko Considere um sis-
tema de n equações polinomiais em n variáveis,
onde a i−ésima equação tem mi termos. Então o
número de zeros isolados em (R+)n é no máximo
(m1 − 1) · (m2 − 1) · · · (mn − 1).

Na mesma referência tem-se um contra-exemplo
para o qual a conjectura é falsa com n = 2 e m1 =
m2 = 3.

Considerações finais

O Teorema (8) apresenta uma desvantagem quando
comparado à regra de Descartes. Com efeito, o
número de parcelas, que limita a quantidade de
ráızes positivas de um polinômio, é maior que o
número de variações de sinais na lista de coeficientes
e, portanto, o teorema (8) produz uma cota menos
fina para o número de ráızes. Por outro lado, a
aplicação da regra de Descartes limita-se tão so-
mente aos polinômios algébricos e não abrange a
classe dos polinômios generalizados.

O resultado em tela foi demonstrado lateralmente
em nossa tese de doutorado mas não foi publicado
e o mesmo é decorrente de uma interessante con-
versa com nosso ex-orientador Prof. Alain Albouy
do IMCCE - Paris.
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